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A T 047132 sza´mu´ OTKA pa´lya´zat za´ro´jelente´se
A besza´molo´ra ke´szu¨le´s sora´n a kutata´si tervet u´jra a´tne´zve a te´mavezeto˝nek az
a ve´leme´nye, hogy a re´sztvevo˝k munka´ja a kitu˝zo¨tt ce´lok fele´ haladva, a tervek-
nek megfelelo˝en folyt, amennyire persze egy kutata´si teve´kenyse´get 4-5 e´vre elo˝re
tervezni lehet.
A te´mavezeto˝ elso˝sorban az ala´bbi dolgozatokban ele´rt eredme´nyek tova´bbfejlesz-
te´se´hez ke´rt – e´s kapott – ta´mogata´st:
On uniform convergence of sequences of certain linear operators, Acta Math. Hun-
gar., 91(1–2) (2001), 159–186 (ta´rsszerzo˝: Ve´rtesi P.).
On the summability of trigonometric interpolation processes, Acta Math. Hungar.,
91(1–2) (2001), 131–158.
On summability of weighted Lagrange interpolation I. (General weights), Acta
Math. Hungar., 101 (2003), no. 4, 323–344 (ta´rsszerzo˝: Ve´rtesi P.)
On summability of weighted Lagrange interpolation II. (Freud-type weights), Acta
Math. Hungar., 103 (2004), 1–17, (ta´rsszerzo˝: Ve´rtesi P.).
On summability of weighted Lagrange interpolation III. (Jacobi weights), Acta
Math. Hungar., 104 (2004), no. 1-2, 39–62. (ta´rsszerzo˝: Ve´rtesi P.)
An Erdo˝s-type convergence process in weighted interpolation. II (Exponential
weights on [−1, 1]), Acta Math. Hungar., 98 (2003), 129–162 (ta´rsszerzo˝: Ve´rtesi
P.).
Necessary condition of the Turing instability, Physical Review E 48(1)(1993) 183–
186. (ta´rsszerzo˝: To´th J.)
Az elso˝ hat dolgozat jelzi a te´mavezeto˝ fo˝ e´rdeklo˝de´si teru¨lete´t, ami az approxi-
ma´cio´elme´let te´mako¨re´hez kapcsolhato´. A 7. dolgozat feltu¨ntete´se´vel azt sza´nde´koz-
tam hangsu´lyozni, egy ma´sik e´rdeklo˝de´si teru¨letem a differencia´legyenletek elme´lete
e´s azok gyakorlati alkalmaza´sai.
Az approxima´cio´elme´let te´mako¨re´vel kapcsolatos eredme´nyeink o¨sszefoglala´-
sake´nt elo˝szo¨r azt emelem ki, hogy ezen a teru¨leten 31 dolgozat szu¨letett. Ku¨lo¨nbo¨zo˝
rendszerek szerinti Fourier-soroknak e´s diszkre´t Fourier-soroknak, valamint ezek
ku¨lo¨nbo¨zo˝ t´ıpusu´ szumma´cio´inak a konvergencia´ja´ra publika´ltunk u´j eredme´nyeket.
Itt jegyzem meg, hogy amikor e´n diszkre´t Fourier-sorokro´l, illetve ezek szumma´cio´i-
ro´l besze´lek, akkor ebbe belee´rtek mindenfe´le interpola´cio´s elja´ra´st is. Kideru¨lt ui.
az, hogy to¨bb interpola´cio´s elja´ra´s felfoghato´ u´gy is, mint egy diszkre´t Fourier-sor







Az uto´bbi e´vtizedekben a (to¨bbek ko¨zo¨tt Erdo˝s Pa´l e´s Freud Ge´za a´ltal kezdeme´-
nyezett) su´lyozott approxima´cio´ vizsga´lata az approxima´cio´elme´leti kutata´sok egyik
meghata´rozo´ teru¨lete. Terme´szetesen ado´dott az eddig ismert klasszikus te´telek
su´lyozott va´ltozata´nak megfogalmaza´sa e´s leheto˝se´g szerinti bela´ta´sa ku¨lo¨nbo¨zo˝ su´-
lyok esete´n. Ebbo˝l a szempontbo´l kiemelem Ve´rtesi Pe´ter A Panorama of Hungarian
Mathematics in the Twenteth Century ko¨nyvben megjelent o¨sszefoglalo´ dolgozata´t.
Folytato´dott a hosszu´ e´vek o´ta tarto´ jo´ kapcsolat az olasz approxima´cio´s iskola
ke´pviselo˝ivel, elso˝sorban Bianca Della Vecchiaval e´s G. Mastroiannival. Ebben a
te´mako¨rben 14 dolgozat szu¨letett, amelyekben a szerzo˝k a fentebb eml´ıtett kutato´k
e´s/vagy a te´mavezeto˝. Ide sorolom Chripko´ A´. (a te´mavezeto˝ tan´ıtva´nya) ko¨zle´sre
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benyu´jtott dolgozata´t is. Ezekben a dolgozatokban to¨bbek ko¨zo¨tt az Hermite–Feje´r-
interpola´cio´val, a paraortogona´lis polinomokkal kapcsolatos eredme´nyek szerepelnek.
Ke´tva´ltozo´s Lagrange-interpola´cio´ Lebesgue-fu¨ggve´nye´nek a pontos nagysa´grendje´t
is igazoltuk bizonyos pontrendszer esete´n. To¨bbva´ltozo´s trigonometrikus projekcio´s
opera´torokat is vizsga´ltunk
”
ha´romszo¨galaku´” re´szleto¨sszegek esete´n. Ezzel kapcso-
latos a Szili L., Ve´rtesi P., 2008, JAT dolgozat.
Most a te´mavezeto˝ sz´ıve´hez legko¨zelebb a´llo´ re´szproble´ma´hoz: a szumma´cio´s
elja´ra´sokhoz szeretne´kmegjegyze´seket fu˝zni: Az approxima´cio´elme´let egyik fon-
tos ke´rde´se (pe´lda´ul) folytonos fu¨ggve´nyek egyszeru˝ szerkezetu˝ fu¨ggve´nyekkel valo´
egyenletes megko¨zel´ıte´se´nek a proble´ma´ja. A trigonometrikus esetben a leggyakrab-
ban haszna´lt egyszeru˝ szerkezetu˝ fu¨ggve´nyek a trigonometrikus Fourier-sor re´szlet-
o¨sszegei, amelyek viszont nem konverga´lnak egyenletesen minden folytonos fu¨ggve´ny-
re. Feje´r Lipo´t alapveto˝ jelento˝se´gu˝ szumma´cio´s te´tele mutatta, hogy a re´szleto¨ssze-
gekbo˝l egyszeru˝en ke´pezheto˝ olyan trigonometrikus polinomsorozat, amely ma´r min-
den folytonos fu¨ggve´nyre egyenletesen konvergens lesz. E´rdekes ke´rde´s ezek uta´n
az, hogy milyen ma´s mo´don lehet kosntrua´lni hasonlo´ tulajdonsa´gu´ polinomsoro-
zatot. A 40-es e´vekben elso˝sorban az orosz approxima´cio´elme´let neves ke´pviselo˝i
adtak meg ilyen a´ltala´nos elja´ra´sokat, szumma´cio´s ma´trixok seg´ıtse´ge´vel. To¨rte´neti
e´rdekesse´gke´nt eml´ıtem meg, hogy Szo˝kefalvi-Nagy Be´la 1943-ban mutatott ra´ elo˝-
szo¨r arra, hogy egyszeru˝bben megfogalmazhato´ eredme´nyek nyerheto˝k akkor, ha a
szumma´cio´s ma´trixot egyetlen fu¨ggve´nnyel genera´ljuk (ezt szumma´cio´s fu¨ggve´ny-
nek fogjuk nevezni). G.M. Natanson e´s V.V. Zsuk 1983-ban igazolta a ko¨vetkezo˝
alapveto˝ eredme´nyt: a trigonometrikus Fourier-sor egy szumma´cio´s fu¨ggve´nnyel ge-
nera´lt o¨sszegze´si elja´ra´sa pontosan akkor egyenletesen konvergens minden folytonos
fu¨ggve´nyre, ha a szumma´cio´s fu¨ggve´ny Fourier-transzforma´ltja integra´lhato´. En-
nek a te´telnek a bizony´ıta´sa´t e´n csak a ko¨vetkezo˝ ko¨nyvben tala´ltam meg: G. M.
Natanson e´s V. V. Zuk, Trigonometrikus Fourier-sorok e´s approxima´cio´elme´let , Iz-
dat. Leningrad Unta, Leningrad, 1983 (orosz nyelven). A bizony´ıta´s csupa´n 3
oldal (168–170. oldalakon). Ez a te´tel mutat ra´ a Feje´r-fe´le szumma´cio´s te´tel igazi
le´nyege´re: a sza´mtani ko¨zepek egyenletes konvergencia´ja nem a magfu¨ggve´ny nem-
negativita´sa´n mu´lik (ba´r e´ppen ez a te´ny teszi egyszeru˝ve´ a bizony´ıta´st), hanem
azon, hogy a sza´mtani ko¨zepek szumma´cio´s fu¨ggve´nye´nek Fourier-transzforma´ltja
R-en Lebesgue-integra´lhato´. (Itt jegyzem meg, hogy a fent jelzett elso˝ dolgozat fo˝
eredme´nye a Natanszon–Zsuk-te´tel diszkre´t va´ltozata´nak a bizony´ıta´sa.)
Ezek uta´n persze terme´szetesen veto˝dik fel az a ke´rde´s, hogy vajon hasonlo´ jel-
legu˝ szu¨kse´ges e´s ele´gse´ges felte´telt a szumma´cio´s fu¨ggve´nyre meg lehet-e adni abban
az esetben, ha a trigonometrikus polinomok helyett valamilyen su´lyra ortogona´lis
polinomokat veszu¨nk. Kideru¨lt, hogy az algebrai eset a trigonometrikusna´l jo´val
bonyolultabb. Ennek egyik fo˝ oka´t a trigonometrikus e´s az algebrai polinomokkal
valo´ ko¨zel´ıte´s ko¨zo¨tti ku¨lo¨nbse´gben la´tom. Ismeretes az, hogy pl. a klasszikus or-
togona´lis polinomok szerinti Fourier-sorok az ortogonalita´si intervallum belso˝ kom-
pakt re´szintervallumain
”
nagyja´bo´l” a trigonometrikus Fourier-sorokhoz hasonlo´an
viselkednek, ugyanakkor az intervallum ve´gpontjai ko¨ru¨l az approxima´cio´ elrom-





jav´ıtani” lehet olyan su´lyfu¨ggve´nyek alkalmaza´sa´val, amelyek a ve´gpontok
ko¨zele´ben nulla´hoz ko¨zeliek.
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A nehe´zse´geket egyre jobban tapasztalva azonban me´g most sem tartom reme´ny-
telennek azt, hogy a szumma´cio´s fu¨ggve´nyre az algebrai esetben is megadhato´ egy
Natanszon–Zsuk-t´ıpusu´ egyszeru˝ szu¨kse´ges e´s ele´gse´ges felte´tel; nekem/neku¨nk ilyet
me´g nem sikeru¨lt megtala´lni. (Itt jegyzem meg, hogy pe´lda´ul a Jacobi esetben
az ismert Fourier–Jacobi-transzforma´lttal nekem nem sikeru¨lt kapcsolatba hozni az
egyenletes konvergencia´ra vonatkozo´ felte´telt.) Az algebrai esetet tova´bb nehez´ıti a
su´lyok
”
alkalmas” megva´laszta´sa. Az a´ltalam ismert kora´bbi eredme´nyekben egy-
egy konkre´t (pl. Jacobi-sorokkal kapcsolatos) proble´ma´hoz a szerzo˝k egy konkre´t
su´lyfu¨ggve´nyt adtak meg. Kideru¨lt persze az, hogy a su´lyfu¨ggve´ny to¨bbfe´le mo´don is
megva´laszthato´; eze´rt e´rdekesnek tartom annak vizsga´lata´t is, hogy milyen hata´rok
ko¨zo¨tt lehet
”
jo´” su´lyfu¨ggve´nyt va´lasztani egy adott konkre´t proble´ma´na´l. A za´ro´-
jelente´s eleje´n felsorolt 5. dolgozatban (Ve´rtesi Pe´terrel ko¨zo¨s dolgozat) pl. adott
α, β parame´teru˝ Jacobi-polinomok diszkre´t Fourier-sora´t (ez a Lagrange-interpo-
la´cio´), valamint ennek szumma´cio´ja´t vizsga´ltuk. Az egyenletes konvergencia´t pedig
γ, δ parame´teru˝ Jacobi-su´llyal ke´pzett fu¨ggve´nyte´rben tekintettu¨k. A szumma´cio´s
ma´trixra (a szumma´cio´s fu¨ggve´nyre), valamint az α, β-to´l fu¨ggo˝ γ, δ parame´terekre
adtunk meg olyan ele´gse´ges felte´teleket, amelyek biztos´ıtotta´k a megfelelo˝ ko¨zepek
egyenletes konvergencia´ja´t. Ezt aze´rt tartottam fontosnak kiemelni, mert egyre´szt
e´n hasonlo´ jellegu˝ (γ, δ-t´ıpusu´) vizsga´latokkal az irodalomban nem tala´lkoztam,
ma´sre´szt a tova´bbi kutata´saimat ebben az ira´nyban is folytattam. Kideru¨lt (Chripko´
A´., 2007), hogy a folytonos esetben is hasonlo´ eredme´nyek e´rve´nyesek. So˝t, a
te´mavezeto˝ egy ma´sik a´lma (???): a folytonos e´s diszkre´t eset o¨sszekapcsola´sa.
Me´rte´kekkel megfogalmazni olyan (pl. szumma´cio´s) eredme´nyeket, ami maga´ban
foglalja mind a ke´t esetet. A trigonometrikus esetben erre van leheto˝se´g (itt a
besza´molo´ eleje´n eml´ıtett elso˝ dolgozat 169. oldala´n le´ırtakra gondolok). Ilyen
t´ıpusu´ eredme´nyek haszna nyilva´nvalo´. A tova´bbi kutata´saim ebben az ira´nyban is
folytato´dnak .... (Elne´ze´st ke´rek a kicsit hosszu´ra sikeru¨lt megjegyze´se´rt.)
Ma´s ortogona´lis rendszerek szerinti egy- e´s to¨bbdimenzio´s Fourier-
sorokkal, valamint a Fourier-transzforma´lttal kapcsolatban ele´rt eredme´nyeit
Weisz Ferenc 13 dolgozatban ko¨zo¨lte. A trigonometrikus rendszer mellett a Walsh-,
a Vilenkin-, valamint a Ciesielski-rendszerek szerint Fourier-sorok ku¨lo¨nbo¨zo˝ szum-
ma´cio´it vizsga´lta. A su´lyozott Lp-konvergencia´ra e´s a majdnem mindenu¨tti konver-
gencia´ra bizony´ıtott be to¨bb esetben szu¨kse´ges e´s ele´gse´ges felte´telt.
A Ga´bor e´s a wavelet transzforma´cio´kkal kapcsolatban (ezeket a jel- e´s
ke´pfeldolgoza´sban haszna´lja´k) Schipp Ferenc kapott u´j eredme´nyeket (4 publika´cio´).
Az alkalmaza´sok teru¨lete´n a reakcio´kinetika differencia´legyenleteivel (ezek a´l-
tala´ban polinomjobboldalu´ differencia´legyenletek!!!) kapcsolatos kutata´sokat ter-
veztu¨nk. To´th Ja´nos igen akt´ıv ko¨zremu˝ko¨de´se´vel 12 dolgozat (ezek ku¨zu¨l 1 TDK
dolgozat, a to¨bbi folyo´iratcikk) szu¨letett. A ke´miai reakcio´kinetika determinisztikus
e´s sztochasztikus modelljeinek elme´leti vizsga´lata´ban (felrobbana´s, o¨sszevona´s, ter-
modinamikai kapcsolatok), parame´tereinek becsle´se´ben e´s biolo´giai alkalmaza´saiban
(farmakokinetika, gyo´gyszerterveze´s, szagla´smodelleze´s) e´rtu¨nk el u´j eredme´nyeket.
Megfogalmaztunk e´s numerikusan elemeztu¨nk egy nyugd´ıjmodellt e´s a hisztere´zis
egy ka´oszra vezeto˝ modellje´t is. To´th Ja´nos sok energia´t ford´ıt az uta´npo´tla´s ne-
vele´se´re, Papp D. e´s Csijka R. a tan´ıtva´nyai; a ko¨zleme´nyjegyze´k Papp P; Vizva´ri
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B. (2006), Csijka R. (2007) e´s Kirschner I., stb (2007) dolgozatainak elke´sz´ıte´se´ben
is sege´dkezett.
Az alkalmaza´sokhoz a ko¨vetkezo˝ megjegyze´seket fu˝zo¨m. Egyik e´rdeklo˝de´si
teru¨letem a differencia´legyenletek elme´lete e´s azok gyakorlati alkalmaza´sai. Ebbo˝l
ado´dik To´th Ja´nossal a hosszu´ e´vek o´ta tarto´ egyu¨ttmu˝ko¨de´su¨nk, amelynek
”
elsza´-
molhato´” eredme´nye to¨bb ko¨zo¨s dolgozat. A pa´lya´zat benyu´jta´sakor az a ce´l lebegett
a szemu¨nk elo˝tt, hogy sikeru¨l olyan proble´ma´(ka)t tala´lni a fent jelzett teru¨leteken,
ahol az approxima´cio´elme´let eredme´nyeit fel lehet haszna´lni. Ebbo˝l publika´cio´ nem
szu¨letett. Az elmu´lt e´vben azonban To´th Ja´nossal egyu¨tt egy me´rno¨kkel igen sok
konzulta´cio´t folytattunk. Egy ege´szen u´jszeru˝ fogaskere´kre ma´r szabadalmaztatott
tala´lma´nya van, ennek egy mu˝ko¨do˝ protot´ıpusa´t is la´ttam. Az a´ltala kitala´lt szerke-
zetre egy igen bonyolult, nemlinea´ris 3 egyenletbo˝l a´llo´ differencia´legyenlet-rendszert
a´ll´ıtott fel; ennek megolda´sa alapja´n hata´roz meg bizonyos profilokat. A numeri-
kus megolda´s szemle´ltete´sekor igen e´rdekes dolgokat tapasztaltunk: belu¨l ele´g sima
go¨rbe´ket kaptunk, a ve´gpontok ko¨ru¨l azonban nem. Ez engem a polinomokkal valo´
approxima´cio´na´l tapasztalt jelense´gre emle´keztetett, aminek a
”
kezele´se´t” e´ppen a
su´lyozott approxima´cio´ oldhatja meg. Ez tala´n egy olyan proble´ma lehet, amelyro˝l
a pa´lya´zat benyu´jta´sakor a´lmodoztunk (???). Az ilyen ira´nyu´ tervek megmaradtak,
konzulta´cio´kat azo´ta is tartunk ...
Az uta´npo´tla´snevele´s szempontja´bo´l fontosnak tartom, hogy ha´rom tanko¨nyvet
is megjelentettu¨nk: To´th J., Simon L. P. (2005), Szili L. (2005), Szili L. (2007).
Ez uto´bbi a funkciona´lanal´ızis alapjait ta´rgyalja; jelenleg a te´mavezeto˝ honlapja´n
(numanal.inf.elte.hu/∼szili, itt az
”
Oktata´si anyagok” linken tala´lhato´), hamarosan
pedig az ELTE IK megu´julo´ honlapja´ro´l a Kar a´ltal tervezett, mindenki sza´ma´ra
ingyenesen leto¨ltheto˝ elektronikus ko¨nyvta´rban lesz. Re´szt vettu¨nk tova´bba´ Consice
Oxford Dictionary, Mathematics szo´ta´r ford´ıta´sa´ban is.
Budapest, 2008. februa´r 28.
Szili La´szlo´
te´mavezeto˝
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